PROVA D’ESAME * SESSIONE STRAORDINARIA 2016

Liceo scientifico e opzione scienze applicate

PROBLEMA 1

Sei addetto alla gestione di una macchina utensile in cui & presente un contenitore di olio lubrificante avente
la forma di un cono circolare retto col vertice rivolto verso il basso. Il raggio di base r del cono ¢ 4 cm mentre
laltezza h ¢ 12 cm. In tale contenitore, inizialmente vuoto, viene versato automaticamente dell’olio lubrifi-
cante alla velocita di 127 cm®/s. Devi assicurarti che il processo avvenga correttamente, senza produrre
traboccamenti di olio.

1.

Determina 'espressione della funzione h(t), che rappresenta il livello 4 (in cm) raggiunto dall’olio all’i-
stante ¢ (in secondi) e la velocita con la quale cresce il livello dell’olio durante il riempimento del conte-
nitore.

. Al fine di programmare il processo di versamento da parte della macchina utensile, determina il tempo

tr necessario perché il contenitore sia riempito fino al 75% della sua altezza.

. Devi realizzare un indicatore graduato, da porre lungo I'apotema del cono, che indichi il volume V di olio

presente nel recipiente in corrispondenza del livello raggiunto dall’olio I4, misurato all'apotema. Indivi-
dua Pespressione della funzione V(l,) da utilizzare per realizzare tale indicatore graduato.

. A causa di un cambiamento nell’utilizzo della macchina, ti viene richiesto di progettare un nuovo e piu

capiente recipiente conico, avente apotema a uguale a quello del contenitore attualmente in uso. Deter-
mina i valori di 4 e di r in corrispondenza dei quali il volume del cono ¢ massimo e verifica, a parita di
flusso di olio in ingresso e di tempo di riempimento tz, a quale livello di riempimento si arriva. E ancora
pari al 75% dell’altezza?
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SOLUZIONE * SESSIONE STRAORDINARIA 2016

Liceo scientifico e opzione scienze applicate

PROBLEMA 1

1. Per evitare ambiguita, diversamente dal testo del problema, indichiamo
con le lettere maiuscole H e R rispettivamente I'altezza di 12 cm e il raggio
di 4 cm del serbatoio a forma di cono, e con le lettere minuscole A(t) e r(t)
rispettivamente I'altezza e il raggio del cono individuato dalla parte di ser-
batoio riempito all’istante ¢.

Per la similitudine dei triangoli VAB e VOC, é:

VA:AB=VO:0C — h(t):r(t)=12:4 — h(t)=23r(t).

L’olio ¢ versato alla velocitda g = 121 cm?/s, quindi in ¢ secondi vengono
versati Q = 127t cm’ di olio. Imponiamo che il volume del cono di altezza
h(t) e raggio r(t) sia uguale a Q:

Fh(t) alr(H)P=Q — 5 3r(t) alr(r)] = 121t —

M Figura 2

[r()]P =12t — r(t)=V12t.
Sempre per 'equivalenza h(t )= 3r(t), risulta:
h(t)=3vV12t,cont>0.
La velocita di crescita del livello dell’olio € espressa dalla derivata prima della funzione h(f):

1 1 _2 30, 340,
h’(t)=D[3(12t)3]=3%(12t)3 12=12(12t) * = \3/(1;)2 ~ 3% = 1tzt.

2. 11 75% dell’altezza del serbatoio corrisponde a:

75 3,
WH—412—9CIII.

L’olio raggiunge tale livello dopo un tempo t dato da:
3VI2t =9 — VI2tp =3 — 12,=3% — tx= 27 _ 9 _ 595

3. Indicato con I, = VB il livello raggiunto dall’olio lungo 'apotema del cono, ricaviamo i corrispondenti
valori di h(t) e r(2):

[H(OP+[H(OP =B = [Br(OP +[r()] = B ~ 10[r()]P =1 -

Iy 314
t)= Jh(t)= .
(=10 M=o
I volume della parte di serbatoio occupato dall’olio, in funzione del livello I, raggiunto, é:

1 3l & xb

1 2 lA 2_ lA
V(L) =% h(t) n[r()]P =5 \@-n-[m = s Te = Tovio
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4. U’apotema del serbatoio iniziale ¢ lungo:
a*=H?*+R?*=12>+4*=160 — a = V160 =4V10 cm.

Nel nuovo serbatoio, sempre a forma di cono e con apotema a, I'altezza h e il raggio r devono essere
tali che:

a?=h*>+r* - r*=a*>—h>= 160 — h?.
Il volume di tale serbatoio, in funzione dell’altezza h, & dato da:

1

V=3h-mr? =5 h(160 - h?).

Determiniamo il valore di h che massimizza il volume.

V=5 [(60 - )+ h(=2h)] = 5 (160 - 312),

V=0~ 160-3h2=0 — h=2\/15 =xa\ /12

Poiché il grafico di V' & una parabola che volge la concavita verso il basso, V' & positivo per valori di h
interni alle radici trovate e negativo per valori di h esterni. Considerata la limitazione & > 0 dovuta al
contesto reale, otteniamo il seguente schema.

10
0 4 3
| |
|
\A + 0 -
max B Figura 3

11 volume del nuovo cono & dunque massimo in corrispondenza di:

h=4 % ~7.30cm, r=+\160 K2 =\/160—¥=\/%=8\/§: 10,33 m.

Rappresentiamo a lato il nuovo serbatoio. In questo caso,
altezza e raggio sono legati dalla seguente relazione:

h:r=WD:DE —

AE— T wp—gr/2 . /3 5. WD
DE_hWD—s\g4 1OWD—\/E WD.

Nell’intervallo di tempo tz = 2,25 s, con un flusso di riem-
pimento paria g = 121 cm*/s, il nuovo serbatoio si riempie Figura 4
di:
_ 9 _ 3
q-tp =121 = 27T cm
di olio. Imponiamo che il cono di altezza WD e raggio DE abbia volume 2771 cm?*:
L WD DB = 27x — WD 2WD?=81 — WD’ = 5L — WDo=v/8L =3v/3 ~3430m.

Quindi il nuovo serbatoio, in 2,25 s, si riempie fino a circa 3,43 cm di altezza.
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Poiché:

BER
100

3 3

= h~zz 7,30'z= 5,475 > 3,43,

il livello dell’olio in questo caso non raggiunge il 75% dell’altezza totale del serbatoio.
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